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&  نحلھا باستخدام المتطابقة  

&  بإخرج  نحلھاx  عامل مشترك.
&  نحلھا بإحدى الطرق التالیة: 

 .فلیس للمعادلة حل  ∆ > 0عندما یكون :  =∆نحسب : طریقة الممیز  )١
   - = x:للمعادلة جذر وحید ھو  ∆=  0و عندما یكون 

 .  =   ،   = : للمعادلة جذرین ھما  0<∆عندما یكون و

 .  و     الجذرین یحققان : طریقة المجموع و الجداء )٢
 .طریقة التحلیل المباشر  )٣

  بعد إیجاد الجذرین یمكن التحلیل بكتابة: .  

&   
 .و خارج الجذرین توافق aإشارة العبارة بین الجذرین تخالف إشارة  فإن 0<∆عندما یكون 

  .موجب أو سالب   aفإن إشارة العبارة مثل إشارة  ∆=  0و عندما یكون 
ً   aفإن إشارة العبارة مثل إشارة  ∆ > 0و عندما یكون    .موجب أو سالب تماما

 ثلاثي الحدود إشارة سة یكون حل المتراجحة من الدرجة الثانیة  بدرا. 
 

  ) . أي من الشكل ( ھي معادلة تحوي جذر بداخلھ متحول 
  .   0 ≤ و   x ≥ 0أن یكون  الشرط في المقدار 

 إذا كان   )١a ≥ 0   وb ≤ 0  فإنb ≤ a .  

  ⟺ a > bفإن    b > 0و   a > 0إذا كان   )٢                     

 
  .  mبمعادلة مستقیم میلھ ) ax +by + c = 0 أو (  y = m x + p   ندعو المعادلة 

   = y -   m: بالشكل   M(x1,y1)یمكن كتابة معادلة مستقیم یمر من النقطة 

y = c قیم یوازي معادلة مستx'x  x = c  معادلة مستقیم یوازيy'y  y= m x معادلة مستقیم مار من المبدأ  
y =x معادلة منصف الربع الأول و الثالث    y = - x معادلة منصف الربع الثاني و الرابع  

 یمنسمي الشعاع العمودي على مستقیم شعاع ناظم للمستق نسمي الشعاع الموازي لمستقیم شعاع موجھ للمستقیم
  y = m x + pشعاع ناظم للمستقیم     y = m x + pشعاع موجھ للمستقیم   

 أو    متوازیین إذا كان  ،  یكون الشعاعین 
  أو    متعامدین إذا كان   ،  یكون الشعاعین 

  و نسمیھا زاویة میل المستقیم  m = tg θفإن   x'xالزاویة بین المستقیم و  θإذا كانت 
   = ℓھو  ax +by + c = 0عن المستقیم   Mبعد  قطة 
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  تحركھا في   Mھو مجموعة المواضع التي یمكن أن تشغلھا   Mالمحل الھندسي للنقطة 

 
 x0جوار للنقطة    ]a , b [ = N(xo)فإننا نسمي المجال    ] xo ϵ ] a , bإذا كان 

  βللنقطة  محذوف جوار   a , b[\{β} [ = Nh(β)\{β}فإننا نسمي المجال    ] β ϵ ] β - h , β+ hأن 
  ]Nb(- ∞) = ] - ∞ ,bھو ) - ∞(جوار     ] ∞ +, Na(+ ∞) = ] aھو +)  ∞(جوار 

N2(+ ∞) ⊆ N1(+ ∞) , N1(- ∞) ⊆ N2(- ∞) x ∈ Nh(β) ⟺  < h ( مبرھنة) 
 f : D ⊆ ℕ⟶ ℝ: معرف بالشكل  fالمتتالیة الحقیقیة ھي تابع 

  غیر منتھیة كانت المتتالیة غیر منتھیة Dو إذا كانت ، منتھیة كانت المتتالیة منتھیة  Dإذا كانت 
  الحد العام للمتتالیة unویسمى ،   unحدود المتتالیة   uo , u1 , ……. , un: تسمى الأعداد 

ً  unالمتتالیة     un = un+1 ⟺ثابتة  un > un+1   un ⟺ تناقصة تماماً  un < un+1    un ⟺متزایدة تماما
 un+1 = un + r  un  = u0 + nr  :ھي متتالیة حدھا العام لھ الشكل  :المتتالیة الحسابیة 

ً متتابعة في متتالیة حسابیة فإن   a , b ,cلأعداد إذا كانت ا  2b = a + cحدودا
 Sn = [ 2u0 + (n -1)r]حیث   Snحد من متتالیة حسابیة  بـ  nنرمز لمجموع 

  un+1 = un . r   un  = u0 rn : ھي متتالیة حدھا العام لھ الشكل  :المتتالیة الھندسیة 

ً متتابعة في متتالیة ھندسیة فإن   a , b ,cإذا كانت الأعداد   b2 = a . cحدودا

   . Sn = u0حیث   Snبـ  ھندسیة  حد من متتالیة nنرمز لمجموع 

  
  )المنطلق ( ھي مجموعة التعریف  Dحیث  f : D ⊆ ℝ ⟶ ℝ   : ھو تابع لھ الشكل  : التابع العددي

  ) f(x) ϵ ℝأي (  ℝو المستقر ھو   fھو قاعد الربط للتابع  f(x)و 
  + an-1xn-1 + …….+ a1x + a0   f : ℝ ⟶ ℝ : f(x) = anxn: ھو تابع لھ الشكل  :صحیح التابع ال

  معرف بشرط    = f (x): ھو تابع معرف بالعلاقة  :التابع الكسري 

    = f (x): ة ھو تابع معرف بالعلاق ) :الأصم ( التابع الجذر 

  فردي  nعندما  ℝزوجي  و معرف على  nعندما  معرف بشرط 
  ℝھو تابع معرف بعلاقة تحوي نسب مثلثیة و ھو معرف على  :التابع المثلثي 
 یسمى الدور 0α <حیث   f(x) = f(x + α)بشرط  f : D ⊆ ℝ ⟶ ℝ :  ھو تابع لھ الشكل  :التابع الدوري 

  : یتساوى تابعین إذا كان لھما نفس مجموعة التعریف و كان 
  و كان  f1 : D1 ⊆ D ⟶ ℝإذا كان  f : D ⟶ ℝانھ مقصور التابع  f1نقول عن التابع 

 y = f(x): بحیث  x ∈ Dیوجد  f(D)من  yو الذي یحقق من أجل كل  f(D)ھو  fالمستقر الفعلي لـ 
  التابع غامر إذا كان مستقره الفعلي مساویا مستقره المفروض نقول ان 

  f-1(H) = {x ∈ D : f(x) ∈ H}حیث  f-1(H)بالرمز  Hنرمز للصورة العكسیة للمجموعة 
  : بالشكلو یعرف   g ⋄ fبالرمز نرمز لتركیب التابعین  f : D → Q  , g : Q → H: إذا كان التابعین 
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g ⋄ f : D → H , (g ⋄ f )(x) = f(g(x))  
  ان عملیة تركیب التوابع ھي عملیة تجمیعیة و لیست تبدیلیة

 
 

ً و m , hلیكن لدینا  ً و nعدد حقیقي موجب تماما   عدد حقیقي a∈Dعدد حقیقي سالب تماما
 x>a ⟹ f(x) > m: بحیث  aیوجد  mمن اجل كل      ١
  x>a ⟹ f(x) < n: بحیث  aیوجد  nن اجل كل م     ٢
[∋ x>a ⟹ f(x): بحیث  aیوجد  mمن اجل كل      ٣  m, 
 x<a ⟹ f(x) > m: بحیث  aیوجد  mمن اجل كل      ٤
  x<a ⟹ f(x) < n: بحیث  aیوجد  nمن اجل كل      ٥
[∋ x<a ⟹ f(x):  بحیث  aیوجد  mمن اجل كل      ٦  m, 
[∩x∈ D: بحیث  hیوجد  mمن اجل كل      ٧  h,  ⟹ f(x)>m   
[∩x∈ D:  بحیث  hیوجد  nمن اجل كل      ٨  h,  ⟹ f(x)< n  

  : بحیث  hیوجد  mمن اجل كل      ٩
x∈ D∩]  h,  ⟹ f(x) ∈]  m, 

  لإیجاد النھایة عندماx → a  نستبدل كلx  بـa  و نمیز الحالات الآتیة:

  

    

    f(x)نعوض في التابع    ± ∞أو عند  xoلإیجاد النھایة عند عدد 
 :نمیز الحالات الآتیة   ± ∞عند في حالة وجود عدم تعیین  )١

 .حالة وجود أكثر من حد نعوض في الحد الأعلى درجة  -
 .نخرج الحد الأعلى درجة عامل مشترك  ∞ - ∞حالة  -

             = ∞∞  +∞  a . ∞ = ∞ -  ∞ . ∞ = - ∞ ∞ . ∞ = ∞ 

     ، 0 × ∞   ،  ∞ - ∞       ، : ھي    حالات عدم التعیین     ،   

 من الیمین αتسعى إلى   xعندما  fنهایة التابع  نسمي النهایة 
 من الیسار αتسعى إلى   xعندما  fنهایة التابع  نسمي النهایة 

  )تكون غیر موجودة  ≠و عند ( فإن النهایة موجودة =عندما  
  ± ∞تكون النهایة موجودة إذا كانت قیمتها عدد و تكون غیر موجودة إذا كانت قیمتها 

        

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.issammath.wordpress.com
http://www.pdffactory.com
http://www.pdffactory.com


–

 www.issammath.wordpress.com                                                                                                              0988343593   4 

 نوجد نھایة حاصل قسمة الحد الأعلى درجة في البسط)  ،   (حالة و جود كسر -
ً نوزع البسط على المقام  أو نختصر      .و المقام وأحیانا
 عندما یكون الحد الأعلى( حالة عدم التعیین في التابع الجذري نضرب بالمرافق  -
 .عامل مشترك  x2أو  xو إلا نخرج ) مربع خارجھ = درجة ضمن الكسر   
  .نوزع البسط على المقام  أو نختصر   عددعند في حالة وجود عدم تعیین   )٢

 
x = α  مقارب شاقولي للخط البیانيC  نحوo  ) أي یوازيy' y (  

 
y = α  مقارب أفقي للخط البیانيC  نحوo y±  ) أي یوازيx' x ( 

 
 

  

  :عندئذ  Dمعرف على مجال مفتوح  تابع fإذا كان 
 f  مست ر عند   α⇔   

  :عندئذ  α < bحیث  ]D = [α , b تابع معرف على مجال fإذا كان 
 f  مست ر عند  α من الیمین⇔   

  :عندئذ  b < αحیث  [D = ]b , α تابع معرف على مجال fإذا كان 
 f  مست ر عند  α من الیسار⇔   

من الیسار  aمست ر عند  fمستمر وكان  ]a , b[مست ر على  fإذا كان  [a , b]مست ر على  fیكون 
  من الیمین  bومستمر عند 

ً على مجال الاستمرار و بالعكس   كل تابع یكون الخط البیاني لھ متصلا
  مستمر على مجموعة تعریفھ یكون كل تابع معرف بقاعدة ربط واحدة 

   R مست ر على   x ،sin x  ، cos xبا نسبة لـ التابع الصحیح  لكلذ

  

  موجودة إذا كانت نھایة التابع  x0یقبل الاشتقاق عند  fنقول أن التابع 

 وعندئذ نرمز للمشتق   أي إذا كان 
  موجود من الیمین إذا كان  x0عند یقبل الاشتقاق  fنقول أن التابع 
  موجود من الیسار إذا كان  x0یقبل الاشتقاق عند  fنقول أن التابع 

  ) أي الاستمرار شرط لازم وغیر كافي(والعكس غیر صحیح   x0مست ر عند  fكان  x0اشتقاقي عند  fإذا كان 
ل الاشتقاق  على مجموعة التعریف بأطراف مفتوحة ولا یقبل إن التابع المعرف بعلاقة ربط واحدة یقب

  الاشتقاق خارجھا و تكون دراسة قابلیة الاشتقاق على الأطراف المغلقة لمجموعة التعریف
  أما التابع المعرف بقاعدتي ربط ندرس قابلیة الاشتقاق عند نقطة الشرط

  m = f '(x0)أي  ( x0 , f(x0)) في النقطة  fھو میل المماس للتابع  f '(x0)إن 
  أو    ) y – y0) = m( x – x0:  ( حیث معادلة المستقیم  

  ) m1 . m2 = -1 ⟺ d1 ⊥ d2حیث ( ھو مستقیم عمودي على المماس في نقطة التماس : الناظم 
قاق  على أما التابع الكسري اشت  R اشتقاقي على   x ،sin x  ، cos xأن التابع الصحیح بالنسبة لـ 

  مجموعة تعریفھا بمجالات مفتوحة 
  بل فا لة ∪نكتب بین المجالین  عند كتابة إن التابع مستمر و اشتقاقي لا
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f f(x0) = g(x0)  ,  m = f '(x0)و خط بیاني  gتماس بین مستقیم  :  إذا كان     

f f(x0) = g(x0) ,  f '(x0) = g '(x0)و   gتماس بین خطین بیانیین  :  إذا كان     

 
  :فإن الشرط اللازم و الكافي لیكون  ]a ,b[اشتقاقي على المجال  fإذا كان التابع 

١( f   ً  ).متزاید  f ' (x) > 0     )0 f(u)  –f(v)ھو  ]a ,b[ على المجال متزاید تماما
٢( f  ًعلى المجال   تناقص  ماما]a ,b[  ھوf ' (x) < 0   )0 f(u)  –f(v)  متناقص.( 
٣( f  ًعلى المجال    ابتا]a ,b[  ھوf ' (x) = 0 .  

 :لدراسة تغیرات التابع نتبع الخطوات التالیة     
و نقول التابع معرف و مستمر على مجموعة التعریف  و اشتقاقي على المجال ذو عریف نوجد مجموعة الت )١

  .الأطراف المفتوحة لمجموعة التعریف  
 .نحسب النھایات عند الأطراف المفتوحة والقیم عند الأطراف المغلقة  )٢
 .المقابلة  f(x)و   x  و نجد قیم  f ' (x) = 0و نجعل   f ' (x)نوجد  )٣
  .لمعلومات السابقة ننظم الجدول با )٤

  و نقط مساعدة أخرى  ox , oyلرسم التابع نعین النقط الناتجة و نقط التقاطع مع المحورین 

 
  +oyیتقعر نحو العینات الموجبة  fفإن الخط البیاني للتابع  Dعلى مجال  f ''(x) ≥ 0إذا كان 
  -oyیتقعر نحو العینات السالبة  fلتابع فإن الخط البیاني ل  Dعلى مجال  f ''(x) ≤ 0إذا كان 
 تسمى نقطة انعطاف ( x0 , f(x0) )فإن النقطة   Dوغیر إشارتھ على مجال  f ''(x) = 0إذا كان 

  المقابلة و ننظم الجدول  x  و نجد قیم  f '' (x) = 0و نجعل   f '' (x)نوجد : لدراسة جھة تقعر التابع 

  

( a . f )' = a . f' ( sin f)' = f' . cos f  f(x) = a  ⟹ f '(x) = 0  
( f ± g )' = f' ± g' ( cos f)' = - f' . sin f f(x) = ax  ⟹ f '(x) = a 
(fn)' = n.fn-1 .f' ( tan f)' =  f' ( 1+ tan2f) ( f . g )' = f'. g + f . g' 
( )' =  ( cot f)' = - f' ( 1+ cot2f) (  )' =  

f(x) = xn  ⟹ F(x) =  + c; n≠-1 f(x)=α g(x)⟹F(x)= α G(x) f(x) = 0  ⟹ F(x) = c 

f(x) = Hn. H' ⟹ F(x) =  + c f(x) = a  ⟹ F(x) = ax + c 

f  ⟹  F(x) =  + c f(x)=f1(x)+f2(x)⟹F(x)=F1(x)+F2(x) 
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الاشتقاق    F(x)بشرط أن یقبل F'(x) = f(x)  إذا و فقط إذا كان   f(x)تابع أصلي للتابع    F(x)نقول أن التابع 
ِ   φ(x) = F(x) + cعندئذ  ونسمي   .f(x)مجموعة جمیع التوابع الأصلیة لـ

 
 

   تحویل نقطي 'f: P →P ;  f(M) = M: التابع عندئذ یسمى  M(x , y) M'(x' , y') ,النقطتین  لیكن لدینا
 f(M) = Mھي النقطة التي صورتھا نفسھا : النقطة الصامدة 

  حل وحید 'f(M) = Mفإن للمعادلة  'f: P →P ;  f(M) = Mإذا كان :التقابل 
 


  M ∈ Pأیا كانت  f: P →P ;  f(M) = M  التحویل المطابق
  )یسمى أحیانا تحویل تقابلي(تقابل   fوكان   'f: P →P ;  f(M) = M  التحویل الھندسي

  NM = N'Mو   تحویل ھندسي  fوكان 'f: P →P ; f(N) = N' , f(M) = M  التقاییس
  .إي التقاییس یحافظ على الأطوال 

 x' = x + a , y' = y + b: ھو تحویل یعطى بالعلاقتین : حیث    الانسحاب 
 وحیث الانسحاب یحافظ على الأطوال و المنحى

 x' = α x  , y' = α y :یعطى بالعلاقتین  αو مقداره  Oھو تحویل مبدأه   h(0, α) التحاكي 

  r(0 , θ) الدوران 

 :یعطى بالعلاقتین  θو زاویتھ  Oھو تحویل مركزه 
 x' =x sin θ + y cos θ   , y' = x cos θ - y sin θ  

  حیث الاتجاه المباشر للدوران ھو عكس جھة دوران الساعة
  ربع دورة  و نسمي الدوران الذي زاویتھ 

 یس إي یحافظ على الأطوالوالدوران ھو تقای
  

  إذا كان   (x0 , y0 )متناظرتان بالنسبة إلى النقطة  'M , M    (x0 , y0 )التناظر بالنسبة إلى نقطة
x = 2 x0 - x'     ,   y = 2 y0 – y'  

  إذا كان  y = y0متناظرتان بالنسبة إلى المستقیم  'x'x M , Mمستقیم یوازي  إلىالتناظر بالنسبة 
x =  x'     ,   y = 2 y0 - y'  

f(x) = cos x ⟹   F(x) = - sin x + c f(x) = sin x ⟹   F(x) = - cos x + c   
f(x) = sin (α x + β )    ⟹   F(x) = -  cos (α x + β ) + c  : D = R 

f(x) =  cos (α x + β )    ⟹   F(x) =    sin (α x + β )  + c  : D = R 

f(x) = 1+ tan2 (α x )   ⟹   F(x) =    tan (α x )   + c  : D = R\{  k } 

f(x) = 1+ cot2 (α x )   ⟹   F(x) = -    cot (α x )   + c   : D = R\{  k } 
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  إذا كان x = x0متناظرتان بالنسبة إلى المستقیم   'y'y  M , Mالتناظر بالنسبة إلى مستقیم یوازي 
x = 2 x0 – x'    ,   y =  y'  

  التناظر بالنسبة إلى منصف الربع الأول
y = x 

M , M'   متناظرتان بالنسبة إلى المستقیمy = x  نإذا كا  
x = y'    ,   y =  x' 

  التناظر بالنسبة إلى منصف الربع الثاني
y = - x  

M , M'   متناظرتان بالنسبة إلى المستقیمy =- x  إذا كان  
x = - y'    ,   y = - x' 

 بـقیمتھما x  ،yیكون الشكل متناظر بالنسبة إلى نقطة أو مستقیم إذا لم تتغیر المعادلة باستبدال 
 بـقیمتھما x   ،yنظیر شكل بالنسبة إلى نقطة نستبدل لة معادلإیجاد 
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